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          Ασκήσεις               

 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ    
 
11. 

Να βρείτε το    
x
lim
→+∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

              

Προτεινόµενη λύση 

Εργαζόµαστε µε πεδίο ορισµού το διάστηµα   (0,  +∞ ) 
 

x
lim
→+∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

 =  
x
lim
→+∞

x x

x x
3 2 2
4 3 2
− ⋅
⋅ +

    

                           = 
x
lim
→+∞

( )
( )

x
x

x
x

23 1 2
3

23 4
3

 
−  

 
+  

 =  
x
lim
→+∞

( )
( )

x

x

21 2
3
24
3

−

+
     (1)   

Επειδή  0< 2
3

 < 1,    είναι    
x
lim
→+∞

( )
x2

3
= 0     

(1)   ⇒⇒⇒⇒    
x
lim
→+∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

  =  1 2 0
4 0
− ⋅
+

  =  1
4

 

 
 
12. 

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

          

Προτεινόµενη λύση 

x
lim
→−∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

 =  
x
lim
→−∞

x x

x x
3 2 2
4 3 2
− ⋅
⋅ +

 

                           =  
x
lim
→−∞

( )
( )

x
x

x
x

32 2
2

32 4 1
2

 
−  

 
+  

 =  
x
lim
→−∞

( )
( )

x

x

3 2
2
34 1
2

−

+
       (1)   

Επειδή   3
2

 > 1,    είναι   lim
x→−∞

( )
x3

2
= 0      

 (1)   ⇒⇒⇒⇒     
x
lim
→−∞

x x 1

x x
3 2
4 3 2

+−
⋅ +

 = 0 2
4 0 1
−
⋅ +

 = 2
1

−  = −2  

 Όταν  x →−∞ ,  βγάζουµε 
κοινό παράγοντα τη  δύναµη 
 µε τη µικρότερη βάση  

 Όταν  x →+∞ ,  βγάζουµε 
κοινό παράγοντα τη  δύναµη 
 µε τη µεγαλύτερη βάση  

Θυµόµαστε τη γραφική 
παράσταση, άρα και τα 
όρια  της  xα  
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13. 

Να βρείτε το    
x
lim
→+∞

x x x

x x x
2  + 4 6
4  + 5  + 6

−  

Υπόδειξη.    

Επειδή   x →+∞ ,     βγάζουµε  κοινό παράγοντα  το  x6  
 
 
 
14. 

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

x x x

x x x
2  + 4 6
4  + 5  + 6

−  

Προτεινόµενη λύση 

( )f x  =  
x x x

x x x
2  + 4 6
4  + 5  + 6

−  =  
( ) ( )
( ) ( )

xx
x

x x
x

642 1
2 2

5 64 1
4 4

 
+ −  

 
+ +  

 =  ( )
x2

4

( ) ( )
( ) ( )

xx

x x

641
2 2

5 61
4 4

 
+ −  

 
+ +  

     (1) 

Αλλά     
x
lim
→−∞

( )
x2

4
=  +∞   αφού   0 < 2

4
 < 1 

και    
x
lim
→−∞

( )
x4

2
= 0,      

x
lim
→−∞

( )
x6

2
= 0,       

x
lim
→−∞

( )
x5

4
= 0,       

x
lim
→−∞

( )
x6

4
= 0 

          αφού  οι βάσεις είναι  > 1 

Οπότε    
x
lim
→−∞

( ) ( )
( ) ( )

xx

x x

641
2 2

5 61
4 4

 
+ − 

 

 
+ + 

 

 = 1 0 0
1 0 0
+ −
+ +

 = 1 

 
(1)    ⇒    

x
lim
→−∞

( )f x  =  +∞  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θυµόµαστε τη γραφική 
παράσταση, άρα και τα 
όρια  της  xα  
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15. 

Αν  α > 0   και   α ≠ 1,  να  βρείτε το    
x
lim
→+∞

x x

x x 1
2 10

10 +
α −

α +
     

Προτεινόµενη λύση 

•      Όταν   0 < α < 10    (βγάζουµε  κοινό παράγοντα  το  x10 ) 

        ( )f x = 
x x

x x 1
2 10

10 +
α −

α +
 = 

x x

x x
2 10

10 10
α −

α + ⋅
 =  

( )
( )

x
x

x
x

10 2 1
10

10 10
10

 α −  

 α +  

 =  
( )

( )

x

x

2 1
10

10
10

 α −  

 α +  

     (1) 

        0 < α < 10    ⇒    
10
α  < 1     ⇒      

x
lim
→+∞

( )
x

10
α =  0 

              (1)   ⇒    
x
lim
→+∞

( )f x  =  2 0 1
0 10
⋅ −
+

 =  1
10

−  

•      Όταν    α > 10    (βγάζουµε  κοινό παράγοντα  το  xα ) 
 
        Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε  

x
lim
→+∞

( )f x  = 2 

•      Όταν    α = 10,     τότε     ( )f x  = 
x x

x x 1
2 10 10
10 10 +
⋅ −
+

  

                                                          =  
x

x x
10

10  + 10 10⋅
  =  1

1 10+
 =  1

11
 

        Άρα   
x
lim
→+∞

( )f x  =  1
11

 

 
 
16. 

Αν  α > 0   και   α ≠ 1,  να  βρείτε το    
x
lim
→−∞

x x

x x 1
2 10

10 +
α −

α +
 

Υπόδειξη.   
 Ακολούθησε την προηγούµενη άσκηση     
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17. 
∆ίνεται η συνάρτηση    ( )f x  = ln 3x

x 2−
.    Αφού βρείτε το πεδίο ορισµού,  να βρείτε 

τα    
x
lim
→−∞

( )f x ,      
x
lim
→+∞

( )f x ,       
x 0
lim
→

( )f x ,      
x 2
lim
→

( )f x  

Προτεινόµενη λύση 

•      Για το   
x
lim
→−∞

( )f x = 
x
lim
→−∞

ln 3x
x 2−

 

        Θέτουµε    u= 3x
x 2−

   ⇒     
x
limu
→−∞

 =  
x
lim
→−∞

3x
x 2−

 =  
x
lim
→−∞

3x
x

 = 3 

        Εποµένως    
x
lim
→−∞

( )f x  = 
u 3
lim
→

lnu  = ln3 

 
•      Για το   

x
lim
→+∞

( )f x  

        Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε  
x
lim
→+∞

( )f x = 3 

 

•      Για το   
x 0
lim
→

( )f x = 
x 0
lim
→

ln 3x
x 2−

 

       Θέτουµε    u= 3x
x 2−

 > 0  ⇒     
x 0
limu

−→
 =  

x 0
lim

−→

3x
x 2−

 =  3 0
0 2
⋅
−

 = 0 

       Άρα    
x 0
lim
→

( )f x  =  
x 0
lim

−→
ln 3x

x 2−
 =  

u 0
lim

+→
lnu  = −∞  

 

•      Για το  
x 2
lim
→

( )f x =  
x 2
lim
→

ln 3x
x 2−

 

        Θέτουµε    u= 3x
x 2−

 > 0  ⇒     
x 2
limu

+→
 =  

x 2
lim

+→

3x
x 2−

 =  +∞  

        Άρα     
x 2
lim
→

( )f x =  
x 2
lim
→

ln 3x
x 2−

 = 
u
lim
→+∞

lnu  =  +∞  
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18. 
Να βρείτε το    

x
lim
→+∞

 [ ln (1 + x3 )  – ln (2 + x2 ) ] 

Προτεινόµενη λύση 

Πεδίο ορισµού  = ℝ  

( )f x  = ln (1 + x3 )  – ln (2 + x2 ) = ln
x

x
1 + 3
2 + 2

      (1) 

Θέτουµε   u= 
x

x
1 + 3
2 + 2

   ⇒     u  =  

( ) ( )

x

x

x x
x

13  + 1
3

1 23 2 + 
3 3

 
 
 

 
  

  

                                                  =  ( )x1 1
3

 +  
 

( )
x

x

1

1 22
33

 
+  

     (2) 

Αλλά   
x
lim
→+∞

( )x1 1
3

 +  
 = 0 + 1 = 1     

και    
x
lim
→+∞

( ) ( )x x1 22
3 3

 +  
 = 2⋅0 + 0 = 0    µε    ( )x

x
1 22  + 

33
 
  

 > 0, 

 
οπότε    η  (2)  ⇒    

x
limu
→+∞

 = +∞  

 
(1)    ⇒     

x
lim
→+∞

( )f x  = 
x
lim
→+∞

lnu  = +∞  

 
 
19. 
Να βρείτε το    

x
lim
→+∞

 [x + 2  – ln (1 + x2 )] 

Υπόδειξη.       
( )f x   =  x + 2  –ln  (1 + x2 )  

           = ln x + 2e  – ln  (1 + x2 ) = ln
x + 2

x
e

1 + 2
 = ln

2 x

x
e e

1 + 2
 

και συνεχίζουµε όπως στην προηγούµενη άσκηση 
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20. 
Να βρείτε το    

x
lim
→+∞

( )ν 1x ηµ
x

,  ν ∗∈ℕ  

Προτεινόµενη λύση 

•       Όταν   ν = 1 

         Αναζητάµε  το  
x
lim
→+∞

( )1x ηµ
x

 

         Θέτουµε   u= 1
x

,   τότε   
x
limu
→+∞

 = 
x
lim
→+∞

1
x

 = 0 

                                        και     
x
lim
→+∞

( )1x ηµ
x

 = 
u 0
lim
→

( )1 ηµu
u

 = 
u 0
lim
→

ηµu
u

 = 1 

 
•       Όταν   ν > 1 

         
x
lim
→+∞

( )ν 1x ηµ
x

 = 
x
lim
→+∞

( )11 1x ηµ
x x

ν−ηµ   

                                    = 
x
lim
→+∞

( )1x ηµ
x x

lim
→+∞

( )1 1
x

ν−ηµ     (1) 

         Αλλά     
x
lim
→+∞

( )1x ηµ
x

= 1  (αποδείχθηκε στην πρώτη περίπτωση) 

         και         θέτοντας  u= 1
x

  έχουµε   
x
lim
→+∞

( )1 1
x

ν−ηµ  = 
u 0
lim
→

1uν−ηµ  = 0 

 

         (1)   ⇒    
x
lim
→+∞

( )ν 1x ηµ
x

 =1⋅0 = 0 
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21. 

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

2 3

2

1x 4x ηµ
x

2x 1

−

−
 

Προτεινόµενη λύση 

i) 
Εργαζόµαστε σε διάστηµα της µορφής  (–∞ ,  α),  όπου δε µηδενίζεται το  2 2x  –1 

x
lim
→−∞

2 3

2

1x 4x ηµ
x

2x 1

−

−
 = 

x
lim
→−∞

( )2

2

1x 1 4xηµ
x

2x 1

−

−
  

                                 = 
x
lim
→−∞

2

2
x

2x 1−
.
x
lim
→−∞

( )11 4xηµ
x

−  

                                 = 
x
lim
→−∞

2

2
x
2x

. ( )
x

11 4 lim xηµ
x→−∞

 −  
  
∗
=   1

2
[1 – 4 ⋅1] =  –3

2
 

 

∗    Για το  
x
lim
→−∞

( )1x ηµ
x

 

      Θέτουµε   u= 1
x

,   τότε   
x
lim u
→−∞

 = 
x

1lim
x→−∞

 = 0 

                                     και     
x
lim
→−∞

( )1x ηµ
x

 = 
u 0
lim
→

( )1 ηµu
u

 = 
u 0
lim
→

ηµu
u

 = 1 

 
 
22.  

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

2 3x ηµ
x

1ηµ
x

 

Προτεινόµενη λύση 

x
lim
→−∞

2 3x ηµ
x

1ηµ
x

 = 
x
lim
→−∞

2 3x xηµ
x

1xηµ
x

  

                        = 
x
lim
→−∞

2x . 
x
lim
→−∞

( )3x ηµ
x ( )

x

1
1lim xηµ
x→−∞

   (1) 

Είναι  
x
lim
→−∞

2x  =  +∞  

Για το    
x
lim
→−∞

( )3x ηµ
x

    θέτουµε  u= 3
x

,   τότε    
x
lim u
→−∞

 = 
x
lim
→−∞

3
x

 = 0 

                Άρα     
x
lim
→−∞

( )3x ηµ
x

 = 
u 0
lim
→

( )3 ηµu
u

 = 3
u 0
lim
→

ηµu
u

 = 3⋅1 = 3 

Ακόµη είναι  
x
lim
→−∞

( )1x ηµ
x

 = 1    (Βλέπε στην προηγούµενη άσκηση) 

(1)   ⇒    
x
lim
→−∞

2 3x ηµ
x

1ηµ
x

  =  +∞  



 

 

8 

23.  
Για τη συνάρτηση   f : →ℝ ℝ    δίνεται ότι   ( )f x [ ( )f x –  2x] = 4 3x x−   για κάθε  
x∈ℝ   και  η γραφική παράστασή της βρίσκεται πάνω από τη διχοτόµο της  1ης – 3ης  
γωνίας των αξόνων.  Να αποδείξετε ότι   

x
lim
→+∞

[ ( )f x  – x] = +∞   

Προτεινόµενη λύση 

( )f x [ ( )f x  – 2x] = 4 3x x−    ⇒     ( )2f x  – 2x ( )f x = 4 3x x−     

                                                         ( )2f x –  2x ( )f x + 2x  = 4 3x x− + 2x  

                                                         [ ( )f x – x 2]  = 4 3x x− + 2x   

                                                        
x
lim
→+∞

[ ( )f x – x 2]  = 
x
lim
→+∞

( 4 3x x− + 2x ) 

                                                        
x
lim
→+∞

[ ( )f x – x 2]  = 
x
lim
→+∞

4x  = +∞  

                                                        
x
lim
→+∞

( )[ ]2f x x− =  +∞  

                                                        
x
lim
→+∞

f(x) x− =  +∞       (1) 

Επειδή  η  fC  βρίσκεται πάνω από τη διχοτόµο της  1ης – 3ης  γωνίας των αξόνων,  

θα είναι  ( )f x > x,   δηλαδή  ( )f x  – x > 0. 

(1)    ⇒    
x
lim
→+∞

[ ( )f x – x] = +∞  
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24.  
Για τη συνάρτηση   f : →ℝ ℝ    δίνεται ότι   │ ( )f x 2x 1+  – x │≤  1   για κάθε  

x∈ℝ .   Να βρείτε τα   
x
lim
→+∞

( )f x ,     
x
lim
→−∞

( )f x  

Προτεινόµενη λύση 

•     Για το    
x
lim
→+∞

( )f x  

      │ ( )f x 2x 1+  – x │≤  1   ⇒     –1 ≤  ( )f x 2x 1+  – x ≤  1 

                                                   –1 + x ≤  ( )f x 2x 1+  ≤  1 + x 

                                                  
2

1 x

1 x

− +

+
 ≤  ( )f x  ≤  

2

1 x

1 x

+

+
 

       Αλλά   
x
lim
→+∞ 2

1 x

1 x

− +

+
 = 

x
lim
→+∞

( )
2

2

1x 1
x

1x 1
x

− +

 + 
 

  

                                           = 
x
lim
→+∞

( )
2

1x 1
x

1x 1
x

− +

+

  

                                           = 
x
lim
→+∞

2

1 1
x

1 1
x

− +

+

 = 0 1
0 1
+
+

 = 1 

και  οµοίως     
x
lim
→+∞ 2

1 x

1 x

+

+
 = 1 

Από το κριτήριο παρεµβολής θα έχουµε   
x
lim
→+∞

( )f x  = 1 

•     Για το    
x
lim
→−∞

( )f x  

       Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε   
x
lim
→−∞

( )f x  =  –1,  αφού 

      
x
lim
→−∞ 2

1 x

1 x

− +

+
 = 

x
lim
→−∞

( )
2

2

1x 1
x

1x 1
x

− +

 + 
 

   

                               = 
x
lim
→−∞

( )
2

1x 1
x

1x 1
x

− +

− +

 =   –
x
lim
→−∞

2

1 1
x

1 1
x

− +

+

 =  – 0 1

0 1

+

+
 =  –1 
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25.  
Για συνάρτηση   f : (0,  +∞ )→ ℝ   δίνεται ότι   3f (x) + ( )f x  = 3x  για κάθε   
x∈(0,  +∞ ).  Να αποδείξετε ότι : 
i)     ( )f x > 0   για κάθε   x∈(0,  +∞ ) 

ii)    ( )f x < x   για κάθε   x∈(0,  +∞ ) 

iii)   
x
lim
→+∞

( )
3

f x
x

 = 0 

iv)    
x
lim
→+∞

( )f x
x

 = 1 

Προτεινόµενη λύση 

i) 
Έστω   ( )f x ≤  0   για κάποιο  x∈(0,  +∞ ) 

Τότε     3f (x)≤  0.    Άρα    3f (x) + ( )f x ≤  0 

                                  Αλλά  3f (x) + ( )f x  = 3x    οπότε   3x ≤  0   

                                  Άρα   x ≤  0   που είναι άτοπο 

ii) 
Έστω   ( )f x ≥  x  για κάποιο  x∈(0,  +∞ ) 

Τότε    3f (x) ≥  3x .   Άρα    3f (x) + ( )f x ≥  3x + x  > 3x    

                                               που είναι άτοπο, αφού  3f (x) + ( )f x  = 3x  

iii) 

Είναι  0 < ( )
3

f x
x

 < 3
x
x

 = 2
1
x

  και  επειδή   lim
x→+∞

2
1
x

 = 0,  από το κριτήριο 

παρεµβολής θα έχουµε   lim
x→+∞

( )
3

f x
x

 = 0 

iv) 

3f (x) + ( )f x  = 3x    ⇒     ( )3

3

f x
x

 + ( )
3

f x
x

 = 1 

                                            ( ) 3f x
x

 
 
 

= 1 – ( )
3

f x
x

       

Αλλά, από  (iii)  έχουµε      
x
lim
→+∞

( )
3

f x
1

x
 − 
 

 = 1 – 0 = 1   

Άρα     
x
lim
→+∞

( ) 3f x
x

 
 
 

 = 1     ⇒      
x
lim
→+∞

( )f x
x

 = 3 1  = 1          

 
 
 

Απαγωγή σε άτοπο 

Απαγωγή σε άτοπο 


